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Zusammenfassung: Das ungarische Gymnasium be-
reitet auf den Hochschulzugang vor. Die Ausbildung
in Stochastik ist auf die beschreibende Statistik be-
schrdnkt. Eines der Ziele einer Forschungsgruppe
an der Ungarischen Akademie der Wissenschaften
ist die Vorbereitung der Reform des Curriculums
in Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik am
Gymnasium (Klassenstufen 10-12). In diesem Ar-
tikel prisentieren wir Experimente, die Lernende
in Gruppenarbeit durchfiihren konnen. Durch die-
se interaktiven Experimente konnen neue Konzepte
zum Wahrscheinlichkeitsbegriff und zur statistischen
Denkweise auf eine Art eingefiihrt werden, die zu un-
serer Ansicht von den dahinterstehenden Ideen passt;
die Vorgangsweise kann als empirisch eingestuft wer-
den. Wir bemiihen uns auch, klassische und Bayesia-
nische Sichtweisen zur beurteilenden Statistik schon
im Anfangsunterricht einzubringen.

Schlagworter: Statistische Inferenz, Wahrscheinlich-
keitsverteilungen, Mathematik der Hoheren Schule,
Interdisziplindrer Ansatz.

1 Einleitung und Hintergrund

Der Aufsatz beschreibt das Design und den Zweck
von vier Experimenten. Das erste fiihrt zur Hypothe-
senpriifung; die daran anschlieBenden Experimente 2
und 3 schlieBen den klassischen und den Bayesiani-
schen Ansatz zur beurteilenden Statistik mit ein. Das
vierte fiithrt die Normalverteilung und ihre grundle-
genden Eigenschaften ein und verbindet beurteilen-
de Statistik mit der Art, wie man in empirischer For-
schung Fragen analysiert und Ergebnisse bewertet.
In der ungarischen Schulbildung werden traditionell
Spiele und Experimente geniitzt, um mathematische
Konzepte und Begriffe aufzubauen; die Kernidee der
Begriffe soll sich aus dem Kontext der Spiele erge-
ben.

Beurteilende Statistik ist kein Teil des Lehrplans der
Sekundarschule in Ungarn. Es bestehen aktuell kon-
krete Plane zur Reform des nationalen Lehrplans, die
eine Einfithrung grundlegender Begriffe und Metho-
den der beurteilenden Statistik miteinschlieBen. Eine
Arbeitsgruppe der Ungarischen Akademie der Wis-
senschaften, der die Autoren angehoren, untersucht
Moglichkeiten zur Einfilhrung und gestaltet Aufga-
ben und praktikable Lernwege.

Eines der Haupthindernisse bei der Einfithrung fiir
Gymnasien besteht darin, dass beurteilende Statistik
auch fiir die Lehrkrifte neu ist. Sie verfiigen tiber kei-
nerlei Erfahrung auf diesem Gebiet, das sich auch in
die ungarische Tradition des gymnasialen Unterrichts
schwer einordnen lédsst. Deshalb ist es das Ziel des
Projekts, eine akzeptable Methode zur Einfiihrung
von Inferenzstatistik in die Lehrplédne der Gymnasien
zu entwickeln, die auch fiir die Lehrkrifte tauglich ist.

Die hier vorgestellten Experimente basieren auf all-
gemeinen Vorschldgen, wie man mit dem Unterrich-
ten von Inferenzstatistik an Gymnasien beginnt, mit
Anpassungen und Modifikationen, die unserer Sicht
von Statistik, insbesondere der Bedeutung des Bay-
esianischen Ansatzes und der Wichtigkeit der Ein-
bettung von beurteilender Statistik als Methode in
empirischer Forschung entsprechen. Wir halten es
fiir wichtig, Ansatz und Ergebnisse der Pilotstudie zu
prasentieren, da sie als Grundlage fiir eine erweiter-
te Studie iiber das neue Curriculum-Design dienen
werden; es geht um die Entwicklung und Bewertung
von Material fiir Pilotlehrveranstaltungen oder Work-
shops an Sekundarschulen in Ungarn. Das Ziel dieser
Workshops ist zweifach:

» Alle Personen, die am Workshop teilgenommen
haben, werden anschlieBend hinsichtlich ihres
Verstindnisses des Materials, ihres erworbenen
Wissens und ihres Gesamteindrucks befragt.

* Die Lehrkréifte an den Schulen werden einge-
laden, diese Sitzungen zu beobachten und an-
schliefend zu ihrem Verstdndnis der vorgestell-
ten Experimente und zu ihrer Einstellung zur
Einfiilhrung dieses Studienbereichs in den Lehr-
plan befragt, um ihren Bedarf an verschiedenen
UnterstiitzungsmaBnahmen fiir den Unterricht
in beurteilender Statistik zu ermitteln.

Nach vorldufigen, informellen Anfragen ist zu erwar-
ten, dass die Lehrkréfte insgesamt eine sehr ableh-
nende Haltung gegeniiber der Einfiihrung des neuen
Themengebiets einnehmen werden, da es sich doch
sehr von den anderen Bereichen der Mathematik un-
terscheidet und sie mit dem Thema und den Begrif-
fen und Ideen nicht vertraut sind. Dies macht auch
deutlich, dass eine der Hauptaufgaben im Projekt die
Gestaltung der Ausbildung im Lehramt sein wird. In
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diesem Aufsatz behandeln wir das Design von Ex-
perimenten zur Einfiihrung von grundlegenden Ideen
und Denkweisen sowie von spezifischen Methoden
der beurteilenden Statistik fiir die Lernenden und
nicht fiir die Lehrkrifte. Die Lehramtsausbildung
wird Gegenstand weiterer Aufsétze sein.

Unsere Forschungsfrage lautet: Wie findet man die
am besten geeigneten Methoden und Probleme, die —
unterstiitzt durch lebendige und engagierte praktische
Unterrichtsaktivititen — die Konzepte der Inferenz-
statistik erstmals Lernenden niherbringen? Ein &dhn-
licher Ansatz wird in Garfield und Ben-Zvi (2008)
und in fritheren hier zitierten Studien vorgeschlagen,
z. B. in der ,,Top Ten“-Liste der Empfehlungen von
Rossman und Chance (1999).

Wir haben mehrere Experimente entworfen und von
einem der Co-Autoren (Janvari) in einer Klasse des
Szerb Antal Gimnazium (Klasse 11; Alter 17 Jahre)
testen lassen. Die Experimente werden durch ihre
Ubereinstimmung mit unserem theoretischen Ansatz
zur Modellierungswahrscheinlichkeit und dem pa-
rallelen Ansatz zur statistischen Inferenz bestimmt.
Unsere Arbeit basiert auf den Ideen zum Unterricht
in Wahrscheinlichkeit und Statistik von T. Varga und
T. Nemetz (siche Varga 1972, 1983, Nemetz und Ku-
solitsch 1999). Diese Arbeit steht im Zusammenhang
mit dem Forschungsprojekt ,,Complex Mathematics
Education®, das seit 2016 lauft.

Varga sieht die Mathematik als etwas sich stindig
Entwickelndes an, wobei fiir diese Entwicklung In-
tuitionen und Erfahrungen sowie soziale Aktivititen
entscheidend sind. Deswegen ist sein didaktischer
Ansatz durch kreative spielerische Aktivitdten, heu-
ristische Methoden sowie die verwendeten Werkzeu-
ge gekennzeichnet. Reichhaltige Aufgaben und Auf-
gabensysteme sollen die Begriffe sinnvoll erscheinen
lassen. Varga setzt auch auf die Diversitét der Begrif-
fe und versucht, verschiedenste Zugénge zu nutzen,
um die volle Begriffstiefe zu erschlieBen, indem in
den unterschiedlichen Begriffsaspekten das Verbin-
dende gesucht wird. Gliicksspiele und allgemein
Spiele nehmen bei Varga eine tragende Rolle ein. Um
sie herum werden Aufgabensysteme entwickelt. Ne-
metz und Kusolitsch transferieren diese Tradition in
die Stochastikausbildung der Universitét.

Eine weitere Ressource ist die Forschung zu einem
parallelen Zugang zur klassischen und Bayesiani-
schen Statistik (Vancs6 2006, 2009, 2018), welche
Vargas Idee, aus der Unterschiedlichkeit von Be-
griffen oder Zugéngen zu lernen, exemplifiziert. In
dieser Forschung wurden die Einstellungen und Fa-
higkeiten von Lehrkrédften und Lernenden in einem

»Parallelkurs® aufgebaut, der Methoden aus beiden
Zugiéngen gegeneinander an denselben Aufgaben
kontrastiert. Dieser parallele Ansatz half, die grund-
legenden Konzepte und Methoden beider grofler
Schulen zur statistischen Inferenz — wie sie sich aus
fachlicher Sicht ergeben — zu verstehen.

Die bekannten Verstédndnisprobleme haben die Di-
daktik der Stochastik immer schon gefordert, seit
man statistische Inferenz in den Unterricht der Se-
kundarstufe aufnehmen wollte. Man hat sich — be-
ginnend mit den 1990er Jahren — damit beschéftigt,
wie man die einfacheren Methoden der Re-randomi-
sierung und des Bootstrap auszunutzen kann, um auf
die statistische Inferenz vorzubereiten (Borovenik
2019). In der Informal Inference (siehe etwa Garfield
und Ben-Zvi 2008) versucht man, Inferenz tiberhaupt
auf diese Methoden zu beschrianken. In diesem An-
satz spielen Daten eine Schliisselrolle. Alles, was zur
Inferenz bendtigt wird, erhélt man durch Simulation
aus den Daten; Hypothesen in Form von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen spielen keine Rolle mehr.

Im Gegensatz dazu versuchen wir, die Inferenz durch
Einbeziehen der Bayesianischen Sichtweise ver-
standlicher zu machen. Dies steht im Einklang mit
Borovcenik (2019), der Méangel der Informellen In-
ferenz beschreibt und anregt, den Ansatz insgesamt
neu zu iiberdenken. Unser Hintergrund ist auch durch
eine Analyse der statistischen Inferenz aus der Sicht
des Statistikers durch Vic Barnett geprigt (Barnett
1982), der versucht, durch den Vergleich der Ansétze
diese selbst verstandlich zu machen.

Die Bayesianische Statistik im Mathematikunter-
richt wird seit den 1990er Jahren in Deutschland von
Wickmann (1990) untersucht. Wickmann war von
der Uberlegenheit des Bayesianischen Ansatzes iiber-
zeugt und wollte die klassische statistische Inferenz
durch die Bayesianische Inferenz ersetzen. Riemer
(1991) zeigte die Machbarkeit von Wickmanns Ideen
im Umfeld realer Schulklassen auf. Bekannt sind auch
die Riemer-Wiirfel, die rein dullerlich eine vom Wiir-
fel abweichende Gestalt haben, sodass von Anfang an
eine von der Gleichverteilung unterschiedliche Ver-
teilung ins Blickfeld riickt. Wir haben von Wickmann
und Riemer viel {iber Bayesianisches Denken gelernt.

1997 gab es eine heftige Debatte im Teacher’s Cor-
ner der Zeitschrift The American Statistician. Lind-
ley (1997) und Albert (1997a, b) stellten ihre Ideen
tiber einen Bayes-Zugang vor und verteidigten den
Zugang als dem klassischen Testen tiberlegen (wie
Wickmann). Moore (1997a, b) vertrat die Gegenpo-
sition. Als es dann dazu kam, die Argumente und die
Schliissigkeit der Zuginge zur statistischen Inferenz

19



auf klassische und auf Bayesianische Art zu bewer-
ten, beendete Moore die Diskussion abrupt und zwar
in dem Sinn, dass zwar einige Argumente Bayes fa-
vorisieren, aber der Zugang einfach zu schwer sei fiir
die Studierenden.

Der Bayes-Ansatz ist von Borovenik in den 1980er
Jahren als formale Erweiterung des klassischen An-
satzes untersucht worden. Die Leitlinie war, aus der a
priori-Verteilung, die ndtig wird, um den klassischen
Ansatz zu reproduzieren, liber die Rationalitit des
klassischen Verfahrens etwas zu lernen. Es folgte der
Versuch, einen gemeinsamen Ansatz von klassisch
und Bayesianisch zu entwickeln, was aber wegen
der groBen Interpretationsunterschiede in der Wahr-
scheinlichkeitsauffassung von subjektivistisch und
frequentistisch zum Scheitern verurteilt war.

In den 1990er Jahren haben mehrere Autoren ver-
sucht, die Komplexitét der Begriffe beim klassischen
Testen durch Anbindung an den Satz von Bayes di-
daktisch abzufangen. Gotz (1997, 2001) analysier-
te Stochastikaufgaben im Hinblick auf klassische
und Bayesianische Behandlung. Wolpers und Gotz
(2002) listen mehrere Moglichkeiten, Stochastik zu
unterrichten. Meyfarth (2009, S.7) zitiert daraus.
Wir beziehen uns nur auf Bayes:

,»Ein an der Bayes-Statistik orientiertes Vorgehen, wel-
ches dem Satz von Bayes und dem induktiven Schlie-
Ben beim Hypothesentest einen groflen Stellenwert
einrdumt. Der Ansatz modelliert das ,,Lernen aus Er-
fahrung® und kniipft damit an intuitive Vorstellungen
an. Fiir einen solchen ,,Bayesianischen Stochastikun-
terricht™ existiert noch kein geschlossener Lehrgang

[..]“

Diese Arbeiten zielen darauf ab zu zeigen, dass beim
klassischen Zugang zum Testen gewisse Begriffe feh-
len, welche die Qualitit eines Tests erst erfassen. So
kann man beim Testen wohl den o- und B-Fehler an-
geben (bedingte Wahrscheinlichkeiten, die Hypothe-
se abzulehnen, wenn man unterstellt, dass sie zutrifft,
bzw. die Hypothese nicht abzulehnen, wenn man un-
terstellt, dass eine bestimmte Verteilung aus der Ge-
genhypothese zutrifft). Allerdings macht die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese zutrifft oder
eben nicht zutrifft, wenn man Daten erhalten hat,
die zur Entscheidung ,,Ablehnung der Nullhypothe-
se* fiihren, im klassischen Ansatz iiberhaupt keinen
Sinn, weil Hypothesen keine Wahrscheinlichkeit zu-
kommen kann. Fiir die Praxis sind das aber geradezu
die entscheidenden Kriterien, ob ein statistischer Test
eine gute Qualitét hat oder nicht. Es geht hierbei um
die korrekte oder falsche Klassifikation. Das kann
man etwa im Kontext der Diagnose einer Krankheit
mit der Bayes-Formel sehr schon aufzeigen.

Dies war der Kern der Auseinandersetzung im Ame-
rican Statistician 1997, dass der klassische Test die
wichtigen Fragen der Praxis gar nicht beantworten
kann. In diesen didaktischen Arbeiten ging es aber
nicht um eine gleichwertige, parallele Entwicklung
der klassischen und Bayesianischen Testtheorie,
sondern vielmehr darum, aus dem Rahmen der Bay-
es-Formel aufzuzeigen, wie die Begriffe beim klassi-
schen Testen zu verstehen sind und dass entscheiden-
de Begriffe fehlen und damit wichtige Eigenschaften
des Tests nicht bewertet werden kdnnen.

In seiner Dissertation schrieb Vancso (2006) tiber den
Bayesianischen Ansatz in der Schule und entwickelte
Ideen, die beiden Ansétze im Unterricht gleichwertig
zu behandeln, d. h., diese beiden verschiedenen Ar-
ten der Inferenzstatistik parallel zu unterrichten. Das
schlieft auch die Thematisierung des Wahrscheinlich-
keitsbegriffs (frequentistisch-objektiv und subjekti-
vistisch-qualitativ) mit ein; beide so unvereinbaren
Aspekte von Wahrscheinlichkeit machen erst den vol-
len Wahrscheinlichkeitsbegriff aus. Seine Experimen-
te mit Lehrkriften wurden in Vancso (2009) zusam-
mengefasst und in Vancs6 (2018) weiterentwickelt.

Die Idee einer parallelen Einfiihrung der beiden di-
vergierenden Wege der Inferenzstatistik in der Schul-
mathematik entspricht auch Vargas Ideal, die unter-
schiedlichsten Ansétze zu verbinden. Vancsé greift
damit auch Ideen von Mignon und Gamerman (1999)
auf, die fiir die universitire Ausbildung eine @hnliche
Position vertreten haben. Die wesentlichen Bestand-
teile des Bayesianischen Ansatzes sind die bedingte
Wahrscheinlichkeit und der Begrift der subjektiven
Wahrscheinlichkeit, der fiir Mathematiker und For-
scher, die stark an die ,,Objektivitat der Wissen-
schaften ,,glauben®, unangenehm erscheint.

2 Experiment 1:
Spiel mit gezinkten Wiirfeln

Ziel des Spiels ist es, das Grundkonzept, die Begrif-
fe, die Logik sowie die Methode von Hypothesentests
durch praktische Erfahrung zu ergriinden. Obwohl die-
se Methode bereits in fritheren Arbeiten (etwa Lawton
2009, Dambolena, Eriksen und Kopcso 2009) einge-
fithrt wurde, legt unser Ansatz wesentlich mehr Wert
auf das praktische Experiment im Unterricht. Ein spie-
lerischer Zugang zu den Problemen soll die Begriffe
aus dem Kontext heraus in natiirlicher Weise verstind-
lich machen. Ein weiterer Unterschied besteht darin,
dass wir, obwohl das hier nicht nidher erldutert wird, die
Diskussion auf die alternative Losung des Problems
auf Grundlage Bayesianischer Methoden ausdehnen.
Das Wiirfelexperiment lehnt sich an Riemer (1988) an.
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Die einzelnen Schritte im Spiel

Die Lernenden werden in kleine Gruppen eingeteilt;
jeder Gruppe wird nach dem Zufallsprinzip ein be-
stimmter Wiirfel zugeordnet (sieche Abbildung 1). Es
gibt drei Arten von Wiirfeln, die im Spiel verwendet
werden: reguldre, leicht verzerrte und stark verzerr-
te Wiirfel. Eine besondere Eigenheit, die durchwegs
gut angekommen ist, war, dass wir unsere Wiirfel im
3D-Drucker selbst hergestellt haben. Jede Gruppe
wirft ihren Wiirfel 50 Mal, zeichnet die Ergebnisse
aufund stellt die Daten tibersichtlich in einer Haufig-
keitstabelle dar.

Abb. 1: Die verwendeten Wiirfel sind teilweise im
3D-Drucker angefertigt worden

Schritt 0

Die Wiirfel werden an die Gruppen iibergeben mit dem
Auftrag, sie in die Hand zu nehmen, zu gewichten und
nach Auffilligkeiten zu untersuchen. Die Ansichten
iiber die Wiirfel sollten untereinander ausgetauscht
werden, insbesondere soll diskutiert werden, ob man
sie fiir regelméBig oder verzerrt hilt. Dies kann durch
eine subjektive Wahrscheinlichkeit auf den einzelnen
Flachen ausgedriickt werden (dies konnte durch eine
Wahrscheinlichkeit ergdnzt werden, dass diese ,,Hy-
pothese® zutrifft, z. B. 0,80). Wenn keine physikali-
schen Abweichungen gefunden werden, kdnnten die
Lernenden zum ,,Schluss kommen, dass alle Fldchen
dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Dies konnte auch
die Aussage iiber den Wiirfel unter Verwendung von
,Nullinformation* sein, die durch die gleichméBige
Verteilung ausgedriickt wird.

Eine solche Zusammenfassung der Information tiber
den Wiirfel, bevor er geworfen wird, wird als ,,a pri-
ori“-Verteilung auf der Menge der moglichen Ergeb-
nisse des Wiirfels bezeichnet.

Ziel dieses Experiments ist es auch, die Lernenden
darauf hinzuweisen, dass die Eigenschaften des Wiir-
fels mit unterschiedlichen Methoden untersucht wer-
den konnen, nicht allein durch wiederholtes Werfen
und Feststellen der Ergebnisse. Zum Beispiel konn-
ten sie den Wiirfel drehen und fiihlen, ob er sich un-
rund bewegt; sie konnten ihn ins Wasser werfen und
iiberpriifen, ob und wie er schwimmt oder andere
physikalische Experimente mit dem Wiirfel durch-

fihren, die darauf hindeuten konnten, ob die Schwer-
punktlinien durch den geometrischen Mittelpunkt
verlaufen oder nicht.

Schritt 1

Ziel des Experiments ist es herauszufinden, ob der
Wiirfel regulér (fair) ist oder nicht. Dazu kann der
Wiirfel auch mehrfach geworfen werden. Wie viele
Wiirfe wird man durchfiihren miissen, um eine or-
dentliche Bewertung der Ausgangsfrage zu ermog-
lichen? Wenn man sich auf 50 Wiirfe einigt, dann
soll der Wiirfel geworfen sowie die Ergebnisse ent-
sprechend aufgezeichnet werden. Die grundlegende
Annahme ist, dass der Wiirfel regulér ist. Die Dis-
kussion sollte sich auch darum drehen, warum man
dies voraussetzen muss. Auch ist zu thematisieren,
welche Haufigkeiten flir die Augenzahlen unter die-
ser Annahme zu erwarten sind und welche Abwei-
chungen toleriert werden konnen.

Schritt 2

Der Wiirfel wird geworfen, die Ergebnisse werden
in einer Tabelle zusammengefasst und in einem Dia-
gramm dargestellt (siche Abbildungen 2 und 3).

Schritt 3

Sobald die Lernenden das Experiment durchgefiihrt
haben, sollten sie ihre Ergebnisse in einem Stabdia-
gramm darstellen und dann eine erste Annahme tref-
fen, ob sie nun denken, dass ihr Wiirfel regelméBig
ist oder nicht; diese Annahme soll ausschlief3lich auf
ihren eigenen Daten (und nicht auf den Daten der an-
deren Gruppen) basieren. Nachdem sie zu einer Ent-
scheidung auf der Grundlage ihrer eigenen Ergebnis-
se gekommen sind, werden die Ergebnisse mit den
anderen Gruppen ausgetauscht und mit ihren eigenen
verglichen; darauthin kénnen die Gruppen ihre Ent-
scheidung iiber die Eigenschaften ihres eigenen Wiir-
fels dndern. In dieser Phase sollte man die Lernenden
dazu ermutigen, ihre Argumente frei zu duflern, und
nur bei Bedarf eingreifen.

Es geht auch darum, sich auf ein geeignetes Maf3
der Abweichung der Daten (der beobachteten Hau-
figkeiten fiir die Augenzahlen) von den erwarteten
Haufigkeiten zu einigen. Insbesondere geht es um
mathematische Techniken, Unterschiede zwischen
zwei ,,Vektoren™ (die beobachteten und die erwar-
teten Hiufigkeiten der Augenzahlen) zu erfassen:
Euklidischer Abstand (Wurzel aus der Summe qua-
dratischer Differenzen der Komponenten), Summe
quadratischer Differenzen, Summe absoluter Diffe-
renzen oder irgendein anderes Maf3?
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Schritt 4

Die Gruppen werden gebeten, ihre endgiiltige Ent-
scheidung iiber ihren Wiirfel zu treffen. Es ist eine
zentrale Aufgabe schon in dieser Phase, auch die
moglichen Konsequenzen der Entscheidung zu disku-
tieren, was zu einer Diskussion iiber - und B-Fehler
im Kontext fiihrt. Als Abschluss des Spiels konnten
wir auch diejenigen ,,belohnen®, welche die richtige
Entscheidung getroffen haben, und diejenigen, die es
nicht getan haben, ,,bestrafen®.

AuBerdem konnen wir jene, die einen ¢-Fehler in ih-
rer Entscheidung gemacht haben (die Nullhypothese
H, — die Wiirfel sind reguldr — ablehnen, obwohl sie
zutrifft) und diejenigen, die einen B-Fehler gemacht
haben (die Nullhypothese H, akzeptieren, obwohl
der Wiirfel verzerrt ist und sie daher nicht zutrifft),
anders ,,bestrafen”. In der Denkweise, wie Tests in
der Praxis verwendet werden, fithren o-Fehler hiu-
figer zu groeren Problemen, weshalb diese Art von
Fehlern stirker ,,bestraft“ werden sollte. Dies etwa
deshalb, weil die Nullhypothese sozusagen als {ibli-
cher Zustand, als Normalzustand oder als ,,Business
as usual“ angedacht ist und man sich nur dann dage-
gen entscheiden sollte, wenn man durch die Daten
ziemlich davon Uberzeugt wird, dass es dieses Mal
anders sein konnte.

Die gleichen Aufgaben kénnen auch mit einem Zu-
fallszahlengenerator mit der entsprechenden Spezi-
fikation durchgefiihrt werden. Wenn wir die Mog-
lichkeit haben, Computer mit der gleichen Gruppe
von Lernenden zu benutzen, konnen wir das gleiche
Problem mit viel gréeren Datensétzen untersuchen.

Die Software ermdglicht es auch zu beobachten, wie
sich die Verteilung mit bis zu 500 oder sogar 5000
Wiirfen dndert. Die Simulation selbst stellt natiirlich
einen Bruch des direkt experimentellen Zugangs dar.
Sie wird jedoch in ihrer Wirkweise verstanden und
akzeptiert, wenn sie das tatséchliche Spiel mit dem
didaktischen Gerit iibernimmt. Auf diese Weise kon-
nen die Lernenden erkennen, dass die Erhohung des
Stichprobenumfangs die Entscheidungsfindung ein-
facher und zuverldssiger macht, d. h. wie sowohl -
als auch B-Fehler reduziert werden konnen.

Die Ergebnisse aus dem Unterricht, etwas besser dar-
gestellt, sind in den Abbildungen 2 und 3 enthalten.
Wie Abbildung 2 zeigt, dhnelt das Stabdiagramm bei
50 (Excel-simulierten) Wiirfen eines reguldren Wiir-
fels nicht unbedingt einer gleichméaBigen Verteilung
—selbst bei 500 Wiirfen kdnnte es ungleich aussehen.
Das 5000fache Werfen scheint jedoch die erwarteten
Ergebnisse zu liefern.
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Abb. 2: Ergebnisse eines fairen Wirfels, der 50,
500 bzw. 5000 Mal geworfen wurde

Haufigkeit

Man beachte, dass die verschiedenen Skalen in Abbil-
dung 2 das Aufireten von relativen statt von absoluten
Haufigkeiten nachahmen, weil jeweils derselbe An-
teil an der vollen Spannweite in der Zeichnung gleich
grof} dargestellt wird. Es wird ja in einem ersten An-
satz gern die Verwendung von relativen Haufigkeiten
vermieden, was zu einiger Verwirrung fiihren kann,
weil natiirlich die absoluten Héufigkeiten mit Zunah-
me der Lange des Experimentes divergieren, wahrend
man doch die Konvergenz der relativen Héufigkeiten
ausnutzen mdchte, damit man belegt, dass ldngere Se-
rien die unbekannten Wahrscheinlichkeiten zuverlds-
siger einschédtzen lassen (siche auch Borovenik 2019).

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, Simulatio-
nen fir unterschiedlich verzerrte Wiirfel durchzu-
fithren. Unterstiitzt mit Stabdiagrammen kann man
untersuchen, wie viele Wiirfe man bendtigt, um gute
Entscheidungen zu treffen. Wie Abbildung 3 zeigt,
ist ein stark verzerrter Wiirfel schon nach 50 Wiirfen
zu erkennen. Andererseits kann weder ein regularer
noch ein leicht verzerrter Wiirfel ,,bestétigt” werden

Stark verzerrter Wiirfel
40

20 4 I
0 4

40

Haufigkeit

Haufgkeit

20 A

I A H mE m

Leicht verzerrter Wiirfel
40

Haufigkeit

20 A

NIE NN E NI

Abb. 3: Ergebnisse von 50 Wiirfen mit verschiede-
nen, auch gezinkten Wiirfeln
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(das hat mit Testlogik und [3-Fehlern zu tun). Basie-
rend auf Daten konnten wir falsche Entscheidungen
iiber regulére oder méBig verzerrte Wiirfel treffen:

Fiir den reguléren Wiirfel konnten wir félschlich fest-
stellen, dass es sich um einen verzerrten Wiirfel han-
delt und damit einen a-Fehler begehen, wéihrend wir
fiir einen méBig verzerrten Wiirfel félschlicherweise
feststellen konnten, dass der Wiirfel regulér ist, und
damit einen 3-Fehler begehen.

Didaktische Ziele des Experiments

Das Experiment unterstellt eine Wahrscheinlichkeit
fiir jede Augenzahl. Das ist die Grundannahme eines
jeden stochastischen Experiments.

Die Wiirfel wurden erst nur 50 Mal geworfen, dann
insgesamt 200 Mal. Das mag als viel zu gering er-
scheinen. Wir haben mit Absicht diese kleinen Serien
gewihlt. Die Variabilitit der Ergebnisse sollte noch
so groB sein, dass eine Entscheidung iiber den Wiirfel
schwierig wird. Wenn man sehr oft wirft (mindestens
1000 Mal), so werden die relativen Haufigkeiten sehr
nahe bei den Wahrscheinlichkeiten liegen und es wird
leicht, Abweichungen von einem idealen Wiirfel zu
erkennen. Auflerdem geht es ja auch um das Gefiihl
fiir die Grenze, die tolerabel ist. Wir haben ja keinerlei
Erfahrung mit langen Wurfserien. Fiir kiirzere Serien
sollten wir aber ,,spiiren*, welche Abweichungen mit
einem idealen Wiirfel vereinbar sind und welche nicht.

Die Testlogik lésst nicht zu, dass eine Hypothese be-
statigt wird. Wenn die Nullhypothese nicht abgelehnt
werden konnte, haben wir auch andere Hypothesen
untersucht. Diese konnten dann auch nicht abgelehnt
werden. Das war ein deutliches Zeichen, dass die Me-
thode des statistischen Tests einer Verwerfungslogik
unterliegt: Bleib so lange bei der Nullhypothese, wie
die Daten damit kompatibel sind. Verwirf die Nullhy-
pothese, wenn die Daten deutlich dagegen sprechen.

Schritt 3 ist unerldsslich, aber er stellt die Lernen-
den vor die Herausforderung, geeignete Kriterien fiir
ihre Entscheidung zu finden. Die gefiihrte Diskussion
iiber Moglichkeiten der Differenzmessung bereitet
die Einfithrung des Chi-Quadrat-Tests vor.

In Schritt 4, bei der Entscheidungsfindung und der
Analyse moglicher Fehler, die begangen werden
kénnen, machen sich die Lernenden mit der Bedeu-
tung und Relevanz von o- und B-Fehlern vertraut.
Wir missen nicht alle diese Begriffe im Unterricht
benennen und kdnnen sie durch Analogie mit einem
(Bayesianischen) Entscheidungsproblem besser ein-
schitzen (siche z. B. Wolpers und Gotz 2002). Es
muss betont werden, dass alles, was wir hier sagen

koénnen, Wahrscheinlichkeiten betrifft: Nichts kann
mit Sicherheit ausgedriickt werden; es gibt immer
eine Wahrscheinlichkeit ungleich Null fiir Fehler.
Am Ende konnen wir einen ()’-)Anpassungstest
durchfithren. Durch dieses Experiment werden neue
Methoden zur Priifung der unterstellten Verteilung
des Wirfels im Hinblick auf die Datenlage einge-
fithrt. Diskussion und Gedankenaustausch bieten die
Moglichkeit, gemeinsam zu denken. Die Aktivitit
bereichert die Lektion aus methodischer Sicht.

Es zeigt sich jedoch, dass man die Problematik des
Signifikanztests besser verstehen kann, wenn man
die Bayes-Analyse einbezieht. Das kam aus dem
Klassengespriach heraus, welches illustriert, wie die
Lernenden mit dem Verstindnis der Vorgangsweise
ringen. Siehe dazu Experiment 2.

3 Experiment 2: Wiirfeln mit Bayes

Dieses Experiment wurde noch nicht explizit durch-
geflihrt, es hat sich jedoch im Rahmen von Experi-
ment 1 erwiesen, dass man auf Bayesianische As-
pekte eingehen soll, wenn man den Signifikanztest
verstdndlich machen mochte. Wir hatten den Bay-
es-Ansatz im Design von Experiment 1 vorerst zu-
riickgestellt aus der Uberlegung heraus, im ersten
Ansatz technische Details aus dem Spiel zu lassen.
Unser Plan war es, direkt in die Problematik des Si-
gnifikanztests am Beispiel des y*-Tests einzufiihren.

Erkenntnisse aus Experiment 1

Im ersten Experiment wurden die Wiirfel auch phy-
sisch (visuell und haptisch, am Ende auch durch ein
physikalisches Experiment) auf etwaige Abweichun-
gen von einer Gleichverteilung hin untersucht. Es
wurden Vermutungen iiber das Auftreten der einzel-
nen Augenzahlen (deren Wahrscheinlichkeiten) bei
den verschiedenen Wiirfeln geduBert.

In der Diskussion um die Relevanz und die Interpre-
tation der )°-Ergebnisse kam die Frage wieder hoch:
Die Lernenden wollten wissen, was der )*-Test nun
fiir die Wahrscheinlichkeiten des Wiirfels bedeutet.

,,Warum haben wir den Wiirfel untersucht und zuvor
eine Stunde Physik gemacht, wenn wir unsere Ein-
schétzung fiir die einzelnen Augenzahlen gar nicht ver-
wenden?*

Diese Frage stand im Raum. Es gab speziell zwei
Schiiler, die so argumentierten:

»Wenn wir Abweichungen von der Gleichverteilung
erkennen, warum benutzen wir dann einen Test, anstatt
dass wir diese Abweichungen zum Weiterrechnen ver-
wenden?*
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Die Frage war auch: Und wenn wir bei der physika-
lischen Untersuchung keine Abweichungen finden,
warum verwenden wir die Annahme, dass keine Ab-
weichung besteht und testen noch einmal, dass keine
Abweichungen bestehen? Die Lernenden hatten sich
damit in der Logik des Testens ,,verbissen®.

Wir sind im Klassengespriach diesen Fragen so be-
gegnet: Man muss die physikalische und die statis-
tische Priifung des Wiirfels voneinander unterschei-
den. Statistisch wird der Wiirfel lediglich iiber die
Wurfergebnisse gepriift. Die statistische Priifung
wird im Gegensatz zur Priifung der physikalischen
Eigenschaften auch empirische Evidenz genannt.

Dazu fiihren wir den *-Test ein und zeigen, wie er
funktioniert. Weil er nur auf Daten basiert, werden
die physikalischen Eigenschaften des Wiirfels igno-
riert. Die zweite Frage, wenn wir keine Abweichun-
gen feststellen, ist leichter zu beantworten: wir konn-
ten etwas Ubersehen haben, denn die Ursachen fur
Abweichungen konnen sehr verborgen sein.

Die Vorgangsweise beim Bayes-Ansatz

An dieser Stelle begniigten wir uns damit, die Ler-
nenden qualitativ darauf hinzuweisen, wie man diese
Wabhrscheinlichkeiten (die ja subjektiv geprigt sind)
verwenden kann. Wir illustrierten anhand eines Kon-
texts (Lotto), was die Problematik ist und wie man
vorgehen konnte.

Wir erkliarten die Vorgangsweise mit Skizzen der
durch die Daten revidierten Verteilungen und ver-
wiesen darauf, dass es entsprechende (nur beim ers-
ten Hinsehen komplizierte) Algorithmen gibt, welche
diese Berechnungen iibernehmen. Wir wiirden dann
sozusagen nur die Interpretation der jeweiligen Ver-
teilungen vornehmen, welche unsere a priori-Ein-
schitzung der Wahrscheinlichkeiten des Wiirfels und
die Daten beriicksichtigen (siche Experiment 3). Es
wurde auch angesprochen, dass die entstehenden
Verteilungen unsere aktuelle Einschitzung flir die
Augenzahlen wiedergeben und dass diese Wahr-
scheinlichkeiten durch die zunehmende Zahl der Da-
ten objektiver werden.

Basierend auf den a priori-Wahrscheinlichkeiten,
die in Schritt 0 des Spiels in Experiment 1 geschétzt
wurden (bevor man Daten hat), erhalten wir mit dem
Bayes-Satz eine neue Verteilung beziiglich der sechs
Ergebnisse des Wiirfels, welche auch die Daten be-
riicksichtigt. Dieser neue Kenntnisstand (nachdem
man Daten hat) wird a posteriori-Verteilung genannt.
Sie wird sich bei den Lernenden aufgrund ihrer sub-
jektiven Vorverteilung unterscheiden. Durch die

Erhohung der Anzahl der Experimente jedoch kon-
vergiert die Folge der a posteriori-Verteilungen, die
entsteht, wenn man sukzessive Daten bekommt und
diese zum Revidieren der Verteilung verwendet, zur
,»wahren®, zur tatsdchlichen Verteilung des regula-
ren oder verzerrten Wiirfels; das passiert zufolge des
zentralen Satzes im Bayesianischen Ansatz (siche
etwa Wickmann 1990). Die Grenzverteilung ist un-
abhingig von der gewéhlten (und damit subjektiven)
a priori-Verteilung.

Der Bayesianische Ansatz arbeitet mit einer a pri-
ori-Verteilung der Wahrscheinlichkeiten der sechs
verschiedenen Ergebnisse, die durch die Wahrschein-
lichkeitsfunktion £, (x,, x,, X3, X,, X5, X,) ausgedriickt
wird. Dann erhalten wir ein Ergebnis der Experimen-
te (durch Werfen des Wiirfels). Dadurch entsteht ein
neue Verteilung f, i (X1, X5, X3, Xy, X5, X,). Die Tech-
nik erscheint kompliziert, aber wir kdnnen die a pos-
teriori-Verteilung per Software bestimmen. Es bleibt,
den Mechanismus der Berechnung zu erklédren. Die a
priori-Verteilung fasst unser Wissen iiber den Wiir-
fel zusammen, bevor wir ihn werfen. Die a posterio-
ri-Verteilung kombiniert dieses Wissen mit dem Wis-
sen aus den Daten (was der Wurf ergeben hat).

Dieser Ansatz unterscheidet sich vom klassischen
Modell. Insbesondere bekommen Hypothesen auch
eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet; folglich kann
man auch von bedingten Wahrscheinlichkeiten von
Hypothesen sprechen, wobei als Bedingung die vor-
handenen Daten eingesetzt werden. Uber die Philoso-
phie dahinter sei etwa auf Gigerenzer (1993) verwie-
sen. Auf dem klassischen Weg in Experiment 1 né-
hern wir uns den Begriffen Null- und Alternativhypo-
these aus der von Neyman und Pearson entwickelten
klassischen Testtheorie (Neyman 1952). Historisch
gesehen hat R. A. Fisher dieses Problem zuerst an-
gegangen (Fisher 1935), aber er hat nur das Konzept
des a-Fehlers eingefiihrt (als Diskrepanzmal) und
hat sich dagegen verwehrt, dass man zur statistischen
Beurteilung auch eine Alternativhypothese benotigt.

Es ist wichtig zu betonen — um den Ansatz richtig zu
begriinden —, dass die Nullhypothese eine spezifische
Aussage (eine bestimmte Verteilung) ist, wihrend die
alternative Hypothese die Nichterfiillung dieser Aus-
sage ist und daher alle anderen (im Sachverhalt plau-
siblen) Verteilungen der Modellfamilie umfasst. Das
macht Wahrscheinlichkeitsberechnungen unter der
Annahme der Alternativhypothese schwieriger, weil
der B-Fehler zu einer Funktion wird. Man muss hier
so etwas wie einen Worst Case fiir einen Parameter
aus der Alternative finden und Argumente vorbrin-
gen, warum es reicht, die Analysen nur auf diesen
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Fall zu beschrinken, damit man die Komplexitét von
B wieder reduziert.

4 Experiment 3:
Anzahl der Kugeln im Lotto

Das folgende Experiment (Vancs6 2009) diente bei
der Besprechung von Experiment 1 und den Schwie-
rigkeiten mit dem Verstindnis des ) -Tests eine il-
lustrierende Rolle. Das Experiment wurde mehrfach
im Unterricht erprobt; im gegenwartigen Unterricht
spielte es nur eine illustrative Rolle.

Es geht um Lotto. In Deutschland werden 6 aus 49
Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Der Kontext
unterstellt, dass man in ein fernes Land kommt und
die Ergebnisse einer Ziechung sieht: 4, 6, 15, 19, 40,
37. ,,Man weil} man aber noch nichts tiber die Zahl
N der Kugeln in der Lottotrommel.” Die anfangliche
Unkenntnis — modelliert mit einer Gleichverteilung
auf dem Intervall [30, 80] fiir die Anzahl der Kugeln
N oder subjektiv als Gleichverteilung empfunden —
wird dann Woche fiir Woche durch die gezogenen
Zahlen verdndert und man erhilt rasch eine sehr
scharfe Information, weil sich die revidierte Vertei-
lung fiir N schon nach wenigen Wochen auf ein bis
zwei Werte zusammenzieht. Damit fithrt die anfang-
lich subjektive Gleichverteilung flir N sukzessive zu
einer objektiveren Einschitzung. Wir zeigen nur die
Ausgangsverteilung (oben in Abbildung 4) und drei
Zwischensténde, die dem Informationsstand entspre-
chen, wenn man die Lotto-Zahlen aus 1, 5 bzw. 10
Wochen kennt (unten in Abbildung 4).
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Abb. 4: Der urspringliche Wissensstand Uber die
Zahl N der Kugeln in der Urne wurde durch eine
Gleichverteilung modelliert (a priori-Verteilung,
oben). Nach jeder Woche mit den jeweils gezoge-
nen Zahlen wird der Kenntnisstand angepasst (und
durch die a posteriori-Verteilung ausgedrtickt). Die
Diagramme darunter spiegeln den aktuellen Kennt-
nisstand nach den Ergebnissen von 1, 5 bzw. 10
Wochen.

5 Experiment 4: Stopp die Zeit

Alle Lernenden erhalten eine Stoppuhr und miis-
sen diese nach einer bestimmten Zeit anhalten. Wir
konnen eine manuelle Stoppuhr oder einen digita-
len Stopper auf Smartphones verwenden. Das Ex-
periment sollte gleichzeitig durchgefiihrt werden;
zundchst wird nur das Ergebnis des ersten Versuchs
aufgezeichnet. Dann sollen sie den Versuch wieder-
holen (fiinf Mal etwa) und den letzten Versuch auf-
zeichnen. Wéhrend der erste Versuch das vorhandene
Zeitgefuhl repriasentiert, wird im letzten Versuch ein
etwaiger Lernfortschritt eine Rolle spielen.

Ein weiteres Klassenexperiment beschéftigt sich mit
dem subjektiven Zeitgefiihl aus einer anderen Sicht.
Die Lernenden zdhlen 60 Sekunden und vergleichen
das Ergebnis mit der tatsdchlichen Zeit, die von einer
Stoppuhr angezeigt wird. In einem ersten Versuch
konnen sie auf die Stoppuhr schauen; in den Wieder-
holungen des Experiments ist es ihnen nicht erlaubt,
die Uhr zu betrachten. Im Unterricht wird man eine
kiirzere Zeitspanne wéhlen (etwa 5 Sekunden; siche
Abbildung 5).

10

Gestoppte Zeit — Ziel 5 Sekunden

Anzahl

50 Zeit in Sekunden®®

Abb. 5: Daten eines Experiments mit der Stoppuhr

Experimente dieser Art eignen sich gut zur Hinfiih-
rung zu Hypothesentests: Man kann die Ausgangsda-
ten zur biologischen Uhr mit den Daten zum Lerner-
folg vergleichen und priifen, ob ein Lernerfolg vor-
handen ist oder nicht. Desgleichen kann man priifen,
ob die Ergebnisse von Schiilern mit denen von Schii-
lerinnen vergleichbar sind. Wer hat also das genauere
Zeitgefiihl?

Das fiihrt zu den iiblichen Fragestellungen der em-
pirischen Forschung und methodisch zum Zwei-
Stichproben-t-Test. Wahrend die Verteilungen fiir die
Sekundarstufe auler Reichweite stehen, kann man
die Methode auf informeller Basis durch geeignete
Simulationsszenarios gut motivieren (siche auch Bo-
rovcnik 2019).

6 Schlussfolgerungen

Unser erstes Experiment, das Wiirfeln, wird verwen-
det, um Hypothesentests in der Mathematik der Se-
kundarschule einzufiihren. Der Bayesianische Weg
(Experiment 2) kann — obwohl zunichst kompliziert
—mit geeigneter Software durchaus iiberschaubar ge-
halten werden. Das hat auch schon Wickmann (1990)
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erkannt und eine eigene Software geschrieben. Es
geht nicht um technische Details oder darum, diese
auch durchzurechnen, sondern es geht vielmehr um
ein qualitatives Verstindnis von Wahrscheinlich-
keitsverteilung als Ausdruck eines Urteils oder eines
Informationsstandes iiber gewisse Mdglichkeiten und
wie diese Verteilung durch weitere Daten, die man
erhélt, verdndert wird (sieche auch Vancso 2018). Ex-
periment 3 mit der unbekannten Zahl der Lotto-Ku-
geln diente zur Illustration der Vorgangweise beim
Bayesianischen Zugang zum Testen; insbesondere
wird thematisiert, wie sich ein subjektiver Wissens-
stand durch zunehmende Daten objektiviert und wie
man das Wissen durch eine Verteilung beschreibt.

Fiir die Hauptphase der Unterrichtsexperimente wer-
den wir Aktivititen vorbereiten, welche den Bay-
es-Ansatz beim Wiirfeln verfolgen. Die Herausfor-
derung wird sein, den Lernenden mit Analogien und
Meta-Wissen beizustehen, um die technischen An-
forderungen in der Qualitét zu verstehen, die Berech-
nungen aber der Software zu {liberlassen.

Experiment 4 verbindet Messtechnik und physika-
lische Fragen der Messgenauigkeit mit statistischen
Fragen der Verteilung und der Beschreibung dieser
Verteilung. Der Kontext der biologischen Uhr leitet
in zwangloser Weise auf Fragen {iber, die man mit
statistischen Tests beantworten kann. Das Experi-
ment eignet sich auch dazu, den Begriff der Kontinu-
itdt und von stetigen Verteilungen zu thematisieren.
Diese Verwendung im Unterricht wird in einem wei-
teren Aufsatz beschrieben werden.

Die Pilotstudie im Unterricht hat die Durchfiihrbar-
keit der Experimente gezeigt. Das Feedback der Ler-
nenden (drei Sétze dariiber, was dir gefallen hat und
was dir an dem Experiment am Ende der Experimen-
talklasse nicht gefallen hat) ist ermutigend, unseren
Ansatz fortzusetzen:

,»Wir wollen nicht aufthoren®, ,[...] ist das das Dia-
gramm, das wir bekommen sollen®, ,,Ich mag es, dass
wir im Mathematikunterricht experimentieren; das ma-
chen wir normalerweise nicht.”

Das Hauptexperiment wird von einer Dokumentation
sowie einem Test am Ende des Unterrichts mit ge-
eigneten Beispielen begleitet werden, damit wir die
Effizienz des Ansatzes belegen konnen.

Es ist unser Ziel, mehr Experimente und Spiele im
Unterricht einzusetzen, was fiir die Lernenden nicht
nur motivierend ist, sondern auch eine ausgezeich-
nete Gelegenheit bietet, grundlegende Begriffe und
Missverstiandnisse in Wahrscheinlichkeit und Statis-
tik zu diskutieren. Dieses Ziel manifestiert auch die

von Székely (1986) in seinem berithmten Buch tiber
Paradoxien entwickelte Perspektive.

Auch der Einsatz moderner digitaler Werkzeuge kann
im Unterricht am Gymnasium motivierend sein; dazu
gehdren selbstversténdlich auch Mobiltelefone. Dies
leitet auf den Einsatz von Algorithmen iiber und
spricht eigentlich noch mehr fiir die Einbindung des
Bayes-Ansatzes und eine ingenieurméfige Heran-
gehensweise, welche iliblicherweise die mathemati-
schen Liicken mit Analogien und Meta-Wissen fiillt
und die Werkzeuge durch wiederholten Gebrauch als
niitzlich erscheinen lésst.

Die Visualisierung und ein allgemeineres Konzept
von Wahrscheinlichkeitsverteilung spielen hierbei
eine tragende Rolle. Visualisierung tragt zu einem
breiteren Verstindnis von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen bei, die in diesem Ansatz oft sehr stark von
einer Verteilung um ein Zentrum abweichen und
daher nicht mehr so einfach durch einen Lage- und
einen Streuungsparameter beschrieben werden kon-
nen. Subjektive und objektive Aspekte in einer Ge-
samtschau ergeben erst ein volles Bild des Begriffs
Wahrscheinlichkeit. Hier sei auf Steinbring (1991)
verwiesen, der von komplementiren Aspekten und
vom theoretischen Charakter von Wahrscheinlich-
keit spricht, wobei der Begriff nachteilig verdndert
wird, wenn man sich in unterrichtlichen Aktivitdten
auf einen Teil beschréinkt (er bezieht sich hierbei auf
relative Haufigkeit und Anteil).

Varga (1983) spricht die Bedeutung von Intuitionen
und Erfahrungen fiir die Mathematik und fiirs Lernen
von Mathematik an. Heuristische Methoden sollen
die mathematischen Begriffe vorbereiten. Werkzeu-
ge und Spielzeuge — geeignet genutzt — sollen durch
kreative spielerische Aktivitdten nicht nur die Freude
an der Mathematik wecken sondern in angeleiteter
und dennoch aktiver Entdeckung zu tieferem Ver-
standnis der Begriffe fiithren.

Experimente als Aufgabensysteme in einen inne-
ren Zusammenhang zu bringen, war Varga ein we-
sentliches didaktisches Anliegen. Dabei spielt auch
die Vielfalt an Zugéngen eine Rolle: wir haben den
Bogen von Wiirfelexperimenten bis hin zu Experi-
menten zum subjektiven Zeitempfinden gespannt
und zunéchst einfach anmutende Aufgaben in Aufga-
bensysteme weiterentwickelt, welche die vielfaltigen
Fragen aus Messtechnik, Biologie sowie statistischer
Inferenz in natiirlicher Weise entwickeln lassen und
zum Verstidndnis der Antworten der Statistik beitra-
gen. Das Gamifikationselement (Papp 2017) kann
Engagement wesentlich erhéhen und damit Ver-
standnis fiir das wissenschaftliche Material ermdgli-
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chen. Damit schlief3t sich der Kreis zur Aussage eines
Schiilers im Pilotprojekt:

,,Es bringt mich dazu, mehr verstehen zu wollen.*
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